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INTRODUKTION TIL KREDITRISIKO

1 Introduktion til kreditrisiko

1.1 Hvad er kredit, og hvorfor er det vigtigt for samfundet?

Kredit handler om tid. I stedet for at spare op i mange ar, for man kan daekke en stor udgift,
kan man lane pengene nu og afdrage dem over tid. Det geelder i privatekonomien, nar man for
eksempel kober bolig, tager et SU-lan eller betaler en storre udgift pa afbetaling. Det geelder ogsa
for virksomheder, der bruger 1an til at investere i udstyr, anseette medarbejdere eller udvide
produktionen.

Kredit bygger ogsa pa tillid: langiveren skal tro pa, at lantageren kan og vil betale tilbage. Derfor
skaber kredit bade muligheder og risiko. Nar en bank laner penge ud, har den brug for at vurdere
kreditrisiko systematisk. I dette kompendium vil vi se, hvordan man kan omszette oplysninger
om en lantager til en sandsynlighed for misligholdelse.

Definition: Kredit og kreditrisiko

Kredit er en aftale, hvor en langiver (typisk en bank) stiller penge til radighed for en
lantager, mod at lantageren betaler pengene tilbage over tid, typisk med renter.
Kreditrisiko er risikoen for, at ldntageren ikke kan eller vil betale lanet tilbage som aftalt.

Kredit fylder meget i samfundsekonomien, og derfor kan selv sma fejl i kreditvurdering blive
dyre. Tabellen nedenfor viser storrelsesordener for udlan i Danmark.

Type Belob

Realkreditldn (bolig) ca. 3.200 mia. kr
Bankldn til private ca. 500 mia. kr
Banklan til erhverv ca. 1.200 mia. kr

I alt ca. 4.900 mia. kr

Kilde: Danmarks Nationalbank og Finanstilsynet (2024).

Hvis banken i gennemsnit tabte 1% af udldnet, ville det svare til ca. 49 mia. kr. Det er baggrunden
for, at banker bruger modeller til at vurdere sandsynligheden for misligholdelse, for de giver et
lan.

1.2 Bankernes daglige udfordring: Hvem skal have lan?

Hver dag treeffer banker beslutninger om lan, som har stor betydning for mennesker og
virksomheder. Det kan veere den unge familie, der vil kebe bolig, iveerkseetteren, der vil investere
i en idé, eller den studerende, der har brug for transport for at kunne passe et job. I alle tilfeelde
skal banken vurdere det samme grundspergsmal: Hvor stor er risikoen for, at lanet ikke bliver
betalt tilbage?

Det er ikke en beslutning, der kun handler om at sige ja eller nej. Banken forseger at undga to
typer fejl, som treekker i hver sin retning.
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Hyvis banken siger ja til for mange kunder, som ender med at misligholde deres lan, far banken
direkte tab. Det kan veere tab pa renter, tab pa selve lanebelabet og ekstra omkostninger til
inddrivelse. Omvendt, hvis banken siger nej til for mange kunder, som faktisk godt kunne betale
tilbage, gar banken glip af en god forretning. Det kan ogsa have konsekvenser for kunden, som
mister muligheden for at kebe bolig, investere i en virksomhed eller klare en nedvendig udgift.

Kreditvurdering handler derfor om at finde en rimelig balance: Banken vil gerne lane ud, men
kun nar risikoen er acceptabel. Det kreever, at banken kan regne en kundes oplysninger om til en
sandsynlighed for misligholdelse. Det er praecis den type problem, som logistisk regression er
designet til at handtere.

Nér man seger om ldn, samler banken typisk en reekke oplysninger, som tilsammen siger noget
om betalingsevne og risiko. En del handler om gkonomi her og nu, for eksempel indkomst, faste
udgifter, opsparing og eksisterende geeld. Andre oplysninger handler om stabilitet, for eksempel
beskeeftigelse, jobsikkerhed, hvor leenge man har veeret i sit job, og om man har forsergerpligt.
Endelig indgar historik, for eksempel betalingshistorik, tidligere lan og eventuelle registreringer
for manglende betaling.

I praksis skal banken omseette disse oplysninger til en beslutning. Hvis vurderingen alene bygger
pd mavefornemmelse, kan to rddgivere ende med at vurdere den samme kunde forskelligt.
Det er en vigtig grund til, at banker bruger matematiske modeller: Modeller kan give samme
vurdering uanset hvilken radgiver, der bruger dem, og kan gere processen systematisk.

Det er vigtigt at vaere opmaerksom pa, hvilke oplysninger man overhovedet ber bruge. Nogle
faktorer som alder, kon, civilstand eller etnicitet kan godt korrelere med betalingsevne, men
de kan ogsa fore til diskrimination eller uretfeerdig behandling. Derfor forseger man ofte at
balancere modellens preecision med krav om fairness, lovgivning og etiske hensyn.

1.3 Historisk perspektiv: Fra bankradgiver til algoritme

Kreditvurdering har eksisteret lige s leenge som lan. Det, der har sendret sig, er maden
beslutningen bliver truffet pa: Fra personligt kendskab og mavefornemmelse til data, scorekort
og algoritmer.

I 1800-tallet kendte bankdirekteren ofte sine kunder personligt, og beslutningen om 1dn byggede
i hoj grad pa ry, relationer og lokale forteellinger. Hvem var kendt som palidelig, og hvem
“passede ind”? Den tilgang kunne virke intuitiv, men den havde en klar bagside: Den var sarbar
over for bias og forskelsbehandling. Kvinder, indvandrere og mennesker fra “forkerte” familier
kunne blive vurderet negativt, uanset deres reelle betalingsevne. Det var ogsa sveert at gere
beslutninger konsistente, fordi de atheengte af, hvem man talte med.

11950’erne opstod en ny idé, som stadig preeger kreditvurdering i dag: I stedet for at vurdere, om
en person virker pélidelig, kan man bruge historiske data til at se, hvad der typisk kendetegner
dem, der betaler tilbage, og dem, der ikke gor. I USA blev denne tilgang kendt gennem Fair
Isaac Corporation, og den forte til den sdkaldte FICO-score, som stadig er udbredt. I Danmark
bruger man andre systemer og skalaer, men princippet er det samme: Man forsgger at omsaeette
oplysninger om en ladntager til en samlet score, der kan bruges i en beslutning.

I dag har banker adgang til langt flere data end tidligere og kan bruge mere avancerede modeller.
I nogle lande bruger man ogsa signaler fra digital adfeerd og forbrugsmenstre, ud over indkomst,
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geeld og betalingshistorik. Det kan give mere preaecise vurderinger, men rejser samtidig spergsmal
om privatliv, fairness og hvilke data, der overhovedet er rimelige at bruge.

Der er ogsa en afvejning mellem menneskelig og algoritmisk vurdering. Mennesker kan tage
hejde for seerlige omsteendigheder, men kan veere inkonsistente og pavirket af bias. Algoritmer
er hurtige og ensartede, men kan vaere sveere at forklare og kan ogséd gentage den bias, der
findes i de historiske data. Derfor bruger mange banker en kombination, hvor modellen giver en
anbefaling, og et menneske vurderer greensetilfeelde.

1.4 Case: De tre kunder

Forestil dig, at du sidder som bankradgiver i en dansk bank og skal tage stilling til tre kunder,
der alle soger om et billdn pa 200.000 kr til keb af en brugt bil.

Kunde A (Emma) Kunde B (Peter) Kunde C (Sofie)
Alder (ar) 28 45 22
Beskaeftigelse Sygeplejerske (fast) Selvsteendig IT-konsulent Studerende + deltidsjob
Indkomst (kr/md) 28.000 45.000 (gns.; 35-55.000) 12.000 (SU + job)
Boligtype Leje Ejer Kollegium
Familie Single, ingen bern Gift, 2 bern Keereste, ingen born
Geeldstype (primeer) Ingen Realkreditlan SU-lan
Geeld (kr) 0 2.000.000 40.000
Tidligere misligholdelse nej ja (tidligere konkurs) nej
Formal med lanet Transport til vagter/familie ~Nedvendig bil til familien Bil til praktikophold

Video 1 — Kreditrisiko: Problemet og konsekvenserne

Varighed: 5 minutter
Indhold: Videoen introducerer kreditrisiko gennem virkelige eksempler fra danske banker.
Den viser:

¢ Hvordan banker traditionelt har vurderet laneansogere

* Konsekvenserne af fejlvurderinger, bade for banker og samfund

De tre eksempelkunder praesenteres

Eleverne opfordres til at geette, hvem der ber f4 1an

Selv med samme information har folk forskellig opfattelse af kundernes kreditrisiko:
derfor har vi brug for en matematisk model.

https://www.youtube.com/watch?v=_eylmw—-RXQc&list=

PLIVNrmh87wtA&index=2

.

Nar de tre ansogere sammenlignes, bliver det tydeligt, hvorfor kreditvurdering ikke kan bero pa
mavefornemmelse alene. Med de samme oplysninger kan forskellige rddgivere na til forskellige
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konklusioner, og sa bliver bankens beslutninger inkonsistente. Det er en central grund til, at
banker bruger matematiske modeller, som kan omsaette en kundes oplysninger til en systematisk
vurdering.

Selv gode modeller kan dog fejle, og fejlene kan blive dyre, hvis de gentager sig mange gange.
Det blev blandt andet tydeligt under finanskrisen, hvor kreditvurdering og risikomodeller
flere steder viste sig at veere for optimistiske. En vigtig forklaring var, at modellerne i hej grad
var formet af en periode med stigende boligpriser og derfor havde sveert ved at hdndtere et
boligmarked i kraftigt fald. Derudover undervurderede man risikoen for, at mange tab kan
ramme samtidigt. Nar skonomien vender, kan mange fa problemer pa samme tid, og mange
misligholdelser kan opsta pa én gang.

Danmark klarede sig relativt godt, men vi var ikke immune. Flere banker fik alvorlige problemer
i perioden efter 2008, blandt andet Roskilde Bank (2008), Fionia Bank (2009) og Amagerban-
ken (2011), og i arene 2008-2012 kollapsede eller blev en raekke banker overtaget af andre.
Et gennemgdende treek var hgj koncentration af udlan til ejendomme og for optimistiske
kreditvurderinger.

For det forste er kredit vigtig, og banker har brug for at treeffe ensartede beslutninger i et problem,
hvor der altid er en afvejning mellem risiko og indtjening. For det andet skal modeller bruges
med omtanke, fordi de kan fejle, hvis antagelserne er for steerke, eller hvis de data, modellen
bygger pa, ikke deekker de situationer, der kan opstd. Neeste skridt er at se, hvordan logistisk
regression kan bruges til at lave mere konsistente vurderinger af kreditrisiko ved at knytte en
kundeprofil til en sandsynlighed.

Video 2 — Fra lineeer til logistisk: Hvorfor vi har brug for S-kurven

Varighed: 5 minutter

Indhold: Videoen viser problemet med lineaer regression gennem animationer:

¢ Starter med et velkendt eksempel: forudsige huspriser (virker fint!)
¢ Prover samme tilgang pa kreditdata — viser hvordan modellen fejler

¢ Demonstrerer sandsynligheder over 100% og under 0%

Introducerer S-kurven som lgsning

Intuition: Hvorfor S-formen giver mening

https://www.youtube.com/watch?v=h9wV_RdwEL8&1list=
PLIvNrmh87wtA&index=3

.

2 Fra mavefornemmelse til matematik

I forrige afsnit sa vi, at vurderinger baseret pa mavefornemmelse forer til inkonsistente beslut-
ninger. Nu skal vi se, hvordan matematik kan hjeelpe. Det kreaever forst, at vi praeciserer, hvad
banken forseger at forudsige.

Nar en bank giver et 1an, er bankens storste bekymring ikke, om kunden bliver “lidt dyr” at have,
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men om kunden slet ikke betaler tilbage. Det er misligholdelse. Hvis en kunde misligholder,
kan banken miste renter, bruge tid og penge pa at inddrive lanet og i veerste fald tabe en del
af selve lanebelobet. Derfor er det naturligt at formulere problemet som et spergsmal om en
sandsynlighed:

p = P(misligholdelse)

Hvis banken kan knytte en anseger til en sandsynlighed p, kan banken derefter treeffe en
beslutning ved at sammenligne p med en graense, for eksempel “vi godkender, hvis p er lav
nok”. Det passer ogsa godt til den made, man taler om risiko pa i praksis: som noget, der ligger
mellem 0% og 100%.

I virkeligheden kombinerer banken mange oplysninger, ndr den vurderer en ansegger. Men for
at gore idéen sd enkel som muligt starter vi med én oplagt forklarende variabel: indkomst.
Intuitionen er, at en hgjere indkomst ofte giver bedre betalingsevne og dermed lavere risiko.

En naturlig médde at gore vurderingen mere systematisk pd er at give hver anseger en score, som
athaenger af indkomsten. Den simpleste version er en linezer ssmmenheeng, hvor man starter
med en grundveerdi og derefter justerer op eller ned alt efter indkomstniveauet. Det er den type
model, man kender fra linezer regression, og den er et naturligt forste forseg, ndr man vil lave en
matematisk model for risiko.

2.1 En forste idé: linecer regression pa sandsynlighed

En enkel forste model er at gore det, I allerede kender fra Matematik A, nemlig at bruge en
linezer sammenheeng. Hvis vi lader x veere indkomst (malt i 1.000 kr pr. méned), kan vi skrive en
univariat regressionsmodel som:

p = Bo+ Pix

Her er B en startveerdi (det, modellen giver, nar x = 0), og B1 beskriver, hvor meget risikoen
eendrer sig, ndr indkomsten stiger med 1.000 kr.

Hyvis vi forventer, at hojere indkomst giver lavere risiko, vil B; typisk veaere negativ.

Lad os se et konkret eksempel. Antag, at en bank (naivt) bruger felgende lineaere model:

p=080—0,02-x

hvor x er indkomst malt i 1.000 kr pr. mdned. Modellen siger altsa, at risikoen falder med 2
procentpoint for hver 1.000 kr mere i indkomst.

Opgaver

Opgaver om beregning af risiko med en lineaer model er i Kapitel 6.1.

Linezere modeller har dog et alvorligt problem: Modellen kan give negative veerdier for p. Men
en sandsynlighed kan ikke veere mindre end 0. Tilsvarende kan en lineser model ogsa ende med
at give veerdier over 1 (over 100%), hvis man beveger sig i den anden retning.
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z = Bo + PB1 - indkomst

Figur 1: En linecer model p = 0,5 + 0,25z giver umulige sandsynligheder uden for [0, 1] for store
eller sma veerdier af z.

Der er ogsa et mere subtilt problem. I en linezer model har en eendring i indkomst altid den
samme effekt pa p. Hvis 1 = —0,02, sa reducerer en ekstra 1.000 kr indkomst risikoen med 2
procentpoint, uanset om udgangspunktet var 10% eller 90%. Det er ofte urealistisk, fordi en
sandsynlighed har en nedre graense pd 0 og en ovre greense pa 1, og fordi forbedringer typisk
“flader ud” neer 0% og naer 100%. Man vil ofte forvente, at effekten er storst midt i intervallet og
mindre i yderpunkterne.

Vi har derfor brug for en model, som stadig kan kombinere information pa en systematisk made,
men som altid giver et svar i intervallet 0 < p < 1. I neeste afsnit introducerer vi en funktion, der
gor dette: den logistiske funktion.

2.2 S-kurven som lgsning

Den linezere model fejler af én drsag: Vi prever at bruge en model, der kan give alle tal pa
tallinjen, til noget, der skal veere en sandsynlighed. Derfor har vi brug for en anden type funktion,
som kan overseette en score til en sandsynlighed.

Idéen er at gore det i to trin. Forst beregner vi en linear score, der opsummerer informationen
om kunden. Den kaldes ofte z og kan for eksempel veere

z = Po+ P1x,

hvor x er indkomst (mdlt i 1.000 kr pr. maned). Fordi z er linezer, kan den i princippet antage alle
veerdier fra —oo til co. Negative veerdier kan vi teenke som lavere risiko, og positive veerdier som
hgjere risiko, men z kan ikke i sig selv veere en sandsynlighed. Derfor skal z overseettes til en
sandsynlighed p med en funktion, der altid giver veerdier mellem 0 og 1.

Denne overseettelse skal ogsa give en rimelig sammenheeng: Hvis z bliver sterre, skal risikoen
stige, men ikke uendeligt. Nar risikoen allerede er tet pa 0% eller 100%, bor ekstra eendringer i z
kun eendre sandsynligheden lidt. Det er nojagtigt det, S-kurven geor.

Den logistiske funktion (S-kurven) er
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Den geor to ting pa én gang: Den sikrer, at p altid ligger mellem 0 og 1, og den giver en glidende
overgang fra lav risiko til hgj risiko.

T T T T T T T T /‘/ T T
- p=1
1 SN SIS ST SN ST ST S SR SIS S S
)
o)
3
o)
< 0.5 |
= Altid mellem 0 og 1
‘e Samme heeldning ved z = 0
& .
0 .......................... /// ................................ _ .Loglstlsk modek p — 1+1872 |
e --- Lineeer model: p ~ 0,5+ 0,25z
T T T

| | 1 | | | I I

—6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
z = Bo + PB1 - indkomst

Figur 2: S-kurven (bld) holder sig altid mellem 0 og 1, mens en linezer model (red stiplet) kun
approksimerer lokalt og giver umulige sandsynligheder for ekstreme verdier af z

I figuren viser x-aksen z, altsd scoren: store negative veerdier svarer til lav risiko, og store positive
veerdier svarer til hoj risiko. y-aksen viser p, altsa sandsynligheden for misligholdelse af lanet.
Den bla S-kurve ligger altid mellem 0 og 1. Den gar gennem p = 0,5, ndr z = 0, fordi en neutral
score giver en “midt i mellem”-risiko. Nar z bliver meget negativ, neermer kurven sig 0, og nar z
bliver meget positiv, neermer den sig 1. Den rammer aldrig preecis 0 eller 1, hvilket passer godt
til, at man sjeeldent kan veere helt sikker i praksis.

I figuren er den rede stiplede linje en linezer approksimation omkring z = 0. Den kan ligne
S-kurven lokalt, men den kan ikke holde sig inden for intervallet [0, 1] for store positive eller
negative z. Det er den grundleeggende forskel: S-kurven er lavet til at hdndtere sandsynligheder.

Opgaver

Opgaver om sammenligning af lineser model og S-kurven er i Kapitel 6.2.

Man kan teenke pa S-kurven som en slags “overseetter” mellem to verdener. I input-verdenen har
viscoren z, som kan veere et hvilket som helst tal pd tallinjen, altsa fra —oo til co. I output-verdenen
vil vi derimod have en sandsynlighed p, og den skal altid ligge mellem 0 og 1. S-kurvens job er
at tage et vilkarligt z og overseette det til en gyldig sandsynlighed.

S-kurven forklarer desuden, hvorfor eendringer i z ikke ber have samme effekt overalt. Nar
risikoen allerede er teet pa O eller teet pa 1, skal der meget information til, for vi eendrer mening.
Hyvis risikoen ligger omkring 5%, betyder lidt ekstra information typisk ikke, at vi pludselig
springer til 30%. Og hvis risikoen ligger omkring 95%, eendrer lidt ekstra information heller
ikke meget, fordi vi allerede er ret sikre pa misligholdelse. Omkring 50% er vi mest usikre, og
derfor er det netop her, at ny information har sterst betydning. Det er denne intuition, S-kurven
udtrykker i ssmmenhaengen mellem z og p.
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Vi kan nu samle idéen i én simpel model. Forst beregner vi en lineeer score ud fra indkomst,

z = Bo+ P1x,

hvor x er indkomst (malt i 1.000 kr pr. maned). Derefter oversaetter vi scoren til en sandsynlighed

med S-kurven,
1

1+e2
Tilsammen giver det den univariate logistiske model

p:

1

P= 1+ e—(Bot+p1x)”

Forskellen til linezer regression er, at p nu altid ligger mellem 0 og 1. Omkring z = 0 (hvor
p = 0,5) eendrer sandsynligheden sig relativt hurtigt, mens kurven flader ud i enderne, nar p er
teet pd O eller 1.

Video 3 — S-kurvens egenskaber: hvorfor den passer til sandsynligheder

Varighed: 6 minutter
Indhold: Videoen forklarer S-kurvens vigtigste egenskaber med animationer:

¢ Hvorfor 0 < p < 1 altid, og hvorfor kurven neermer sig 0 og 1 i enderne
* Hvad der sker ndr z — o0 og z — —o0

¢ Hvorfor sterre z altid giver sterre p (monotoniforhold)

https://www.youtube.com/watch?v=j4Fykk21l-hs&list=
PLIvNrmh87wtA&index=4

.

Lad os undersoge den logistiske funktion systematisk, preecis som I har leert i differentialregning.
Vi gdr tre klassiske sporgsmal igennem: definitionsmeengde og veerdimeengde, monotoniforhold
og symmetri.
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Egenskab 1: Definitionsmangde og veerdimaengde

Definitionsmangde: Dy = R (alle reelle tal kan seettes ind i funktionen)

Vardimangde: Vi skal finde alle mulige outputveerdier fra funktionen.

1 .
14e 2"

Seet forskellige veerdier af zind i f(z) =

e Nar vi seetter et tal z ind i funktionen, far vi outputtet f(z)

Uanset hvilken veerdi af z vi veelger, er e~ altid positiv

Dette betyder, at neevneren 1 4 e~* altid er storre end 1

Derfor er breken H% altid mellem 0 og 1

Graenseveaerdier:

¢ Nadr z bliver meget stor (z — o0):
- e “neermer sig 0

- f(z) = 1+eznaermersig%+0:1

¢ Nar z bliver meget negativ (z — —o0):

- e “bliver meget stor

~ f(z) = 10== naermer sig & =0

(Bemaerk: L er teknisk set forkert, da oo ikke er et tal. Med korrekt greenseveerdinotation skriver vi
lim, ,_ f(z) = 00g lim; e f(z) = 1.)

Konklusion: Funktionen kan give alle veerdier mellem 0 og 1 (men aldrig preecis 0 eller 1).
Derfor er veerdimeengden V¢ =|0; 1] - perfekt til at repraesentere sandsynligheder!

.

Vived nu, at f(z) tager veerdier i ]0; 1]. Neeste skridt er at undersege, hvordan funktionen eendrer
sig, ndr z vokser, altsd dens monotoniforhold.
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FRA MAVEFORNEMMELSE TIL MATEMATIK

Egenskab 2: Monotoniforhold

Vi skal vise, at funktionen er strengt voksende.
Bevis via den afledte:

d
f@) =2 [a+e7 @
=—1-(14+e %) 2 -(—e ) (kedereglen) 2)
ez
(T ®3)

Da béde teeller og neevner er positive for alle z, er f/(z) > 0 overalt. Derfor er funktionen
strengt voksende.

Elegant form af den afledte: Vi kan skrive f’(z) kun ved hjeelp af funktionsveerdien selv. Vi

har f(z) = 17=, og ved at finde feelles neevner fér vi:

1 14eF-1  eF
1+ez  1+4+ez  1+4e%

1-f(z)=1

Derfor
f0) = e = Tre= Tye= =/@0-C)

Det er en elegant identitet: den afledte kan udtrykkes alene ved funktionsveerdien selv.

Praktisk betydning: Hojere z giver hojere p (storre misligholdelsesrisiko). Bedre kredit-
veerdighed svarer til lavere z i vores opsatning (fx hejere indkomst giver negativt bidrag
til z).

.

Funktionen er altsa strengt voksende fra 0 til 1. Tilbage star sporgsmalet om, hvad der sker midt
pa kurven, der hvor sandsynligheden er 0,5.
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SANDSYNLIGHED, ODDS OG LOG-ODDS

Egenskab 3: Symmetri og midtpunkt

S-kurven har et naturligt midtpunkt: nar z = 0, geelder

1 1 1

f(o):m_

141 2
Altsé svarer z = 0 preecis til en sandsynlighed pd 50%. Det er ogsa her, kurven er stejlest.
Den afledte f'(z) har sit maksimum ved z = 0, hvor

FO)=f0)(1-f0)=3%3=1}

Funktionen er desuden symmetrisk om dette midtpunkt:

f(=2) =1-f(2).

Bevis: Vi har
1 1

f(_z) = 1+e_(_z) = 1—'—62‘

Ved at gange teeller og neevner med e~ far vi

e " e e "
f(=2) = e 2 (1+e7) e Z+1 1+4e %

Men netop denne brek er 1 — f(z) (jf. Egenskab 2). Altsd f(—z) =1 — f(z).

To z-veerdier med samme storrelse, men modsat fortegn, giver sandsynligheder, der

summerer til 1.

.

De tre egenskaber forklarer den vigtigste intuition: S-kurven oversaetter enhver score z € R til en
gyldig sandsynlighed p €]0; 1], hajere score giver altid hejere risiko, og kurven har sit naturlige
midtpunkt ved z = 0, hvor sandsynligheden er 0,5. Figuren viser ogsd, at kurven flader ud teet
pa 0 og 1. Derfor har eendringer i z typisk storst betydning midt i intervallet (omkring p ~ 0,5)
og mindre betydning, nér risikoen allerede er meget lav eller meget hgj.

En vigtig bemeerkning om koefficienter: Bemeerk, at koefficienterne i den linezere model (fx 1 =
—0,02 tidligere i kapitlet) og koefficienterne i den logistiske model (som vi snart indferer) ikke er
direkte sammenlignelige. Den lineaere p arbejder pé sandsynlighedsskalaen, mens den logistiske
B arbejder pa log-odds-skalaen. Samme variabel (fx indkomst) far derfor forskellige talveerdier
atheengigt af, hvilken model den indgér i.

3 Sandsynlighed, odds og log-odds

Indtil nu har vi gdet én vej: fra en linezer score z til en sandsynlighed p via S-kurven. Men nar vi
senere skal fitte sddan en model til data, viser det sig at veaere lettere at teenke bagleens (fra p til z).
Det kreever, at vi kan udtrykke en sandsynlighed pd en skala, der spaender over hele tallinjen.
Det er motivationen bag de nzeste tre repraesentationer: sandsynlighed, odds og log-odds.

12



SANDSYNLIGHED, ODDS OG LOG-ODDS

Video 4 — Odds og log-odds: Hvorfor skifter vi skala?

Varighed: 10 minutter

Indhold: Videoen viser med animationer, hvordan man kan beskrive den samme usikker-
hed pa tre skalaer:

¢ Fra sandsynlighed p til odds og log-odds

¢ Hvorfor odds-skalaen er asymmetrisk, og hvorfor log-odds bliver symmetrisk
omkring 0

¢ Sammenheengen p = 0,5 < odds = 1 < log-odds = 0

¢ Idéen: Log-odds kan ligge pa hele tallinjen, og derfor kan man modellere log-odds
lineeert

https://www.youtube.com/watch?v=njJ7W6fMhpMs&list=

PLIVNrmh87wtA&index=5

.

I daglig tale bruger vi sandsynligheder, for eksempel “der er 20% chance for regn”. I logistisk
regression mader man ofte odds og log-odds i stedet. Grunden er, at sandsynligheder er bundet
til intervallet [0, 1], mens log-odds kan antage alle vaerdier pa tallinjen. Det gor det muligt at lave
en linecer model for log-odds, og det er netop dér, logistisk regression bliver enkel.

Repraesentation | Formel | Vaerdiomrade
Sandsynlighed p 0,1]

P
Odds = [0, 0]
Log-odds (logit) | In <1flﬂ> R

De tre storrelser beskriver den samme usikkerhed, men pa forskellige skalaer. Nar p stiger, stiger
odds, og log-odds stiger ogsa.

3.1 Hvad er odds?

Odds er forholdet mellem sandsynligheden for, at noget sker, og sandsynligheden for, at det ikke

sker:
p  DP(sker)

1—p  P(skerikke)’

Hvis p = 0,5, far vi odds = 1, hvilket svarer til “lige store chancer”. Hvis p er lille, bliver odds

odds =

mindre end 1, og hvis p er stor, bliver odds sterre end 1.

Et simpelt eksempel er en terning. Sandsynligheden for en sekser er

1 5
— 2 ~0167, 1-—p=2~0833.
P=6 P=3%

Oddset for en sekser er derfor
p_16_1_4,
1-p 5/6 5 77
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SANDSYNLIGHED, ODDS OG LOG-ODDS

Det kan laeses som “1 til 5”: for hver gang du far en sekser, vil du i gennemsnit fa omkring fem
ikke-seksere.

Opgaver

Opgaver om konvertering fra sandsynlighed p til odds er i Kapitel 6.3.

3.2 Hvad er log-odds?

Efter at have regnet odds ud fra en sandsynlighed kan man sperge, hvorfor vi overhovedet
behover endnu en storrelse. Grunden er, at odds ligger pa en skala fra 0 til oo, og den skala er
ikke seerlig symmetrisk. For eksempel ligger odds 0,5 og odds 2 lige langt fra 1 (som svarer til
p = 0,5), men tallene ser meget forskellige ud.

Derfor tager man ofte logaritmen af odds. Det giver log-odds (ogsa kaldet logit):
log-odds = In ( 16?) .
Nar vi tager logaritmen, flytter vi fra en skala med veerdier i [0, o] til en skala, der kan antage

alle reelle tal (—oo, 00). Skalaen bliver desuden symmetrisk omkring 0, fordi In(1) = 0, og odds
= 1 svarer preecis til p = 0,5.

Det er denne egenskab, der gor log-odds praktisk i logistisk regression: Vi kan lade den linezere

score veere
z = Po+ P1x
og fortolke z som log-odds. Derefter kan vi bruge S-kurven til at overseette tilbage til en
sandsynlighed:
1
P 1te=

Tabellen herunder viser symmetrien: sandsynligheder, der ligger lige langt fra 0,5, far log-odds
med samme storrelse men modsat fortegn.

Sandsynlighed | Odds | Log-odds
0,10 0,11 —2,20
0,50 1,00 0,00
0,90 9,00 +2,20

Det er sveert at se direkte pa odds, men det bliver tydeligt pa log-odds-skalaen.
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SANDSYNLIGHED, ODDS OG LOG-ODDS

Formler: Skift mellem p, odds og log-odds

Det er vigtigt at kunne skifte mellem de tre repreesentationer, fordi man ofte regner i odds

eller log-odds, men gerne vil fortolke resultatet som en sandsynlighed.

Fra sandsynlighed til odds og log-odds:

odds = 1L, log-odds = ln<1L) .

Fra odds til sandsynlighed:
odds

P~ T+ odds
Fra log-odds til sandsynlighed (S-kurven):

1
pP= 1 4 ¢—log-odds”

Opgaver

Opgaver om konvertering mellem sandsynlighed p, odds og log-odds er i Kapitel 6.4.

3.3 Den centrale model

Nu kan vi samle idéen i en egentlig model. I logistisk regression antager vi, at log-odds er linezere
i de forklarende variable. Vi starter univariat med indkomst:

1n<1fp) = Bo + B1x,

hvor p er sandsynligheden for misligholdelse, og x er indkomst malt i 1.000 kr pr. méned. Venstre
side er log-odds, og den kan antage alle reelle tal. Hojre side er en lineaer funktion, praecis som i
lineaer regression.

Koefficienterne By og B1 er nemmest at fortolke pd log-odds-skalaen. Hvis B; er negativ, betyder
det, at hgjere indkomst haenger sammen med lavere risiko, og hvis B er positiv, heenger hgjere
indkomst sammen med hgjere risiko.

Mere praecist betyder 1, hvor meget log-odds aendrer sig, nar x stiger med 1. Nar x males i 1.000
kr, svarer en stigning pa 1 til 1.000 kr mere i méanedlig indkomst. Hvis for eksempel

B1 = —0,10,

sd falder log-odds med 0,10 for hver ekstra 1.000 kr i indkomst. Det er fordelen ved log-odds-
skalaen: effekten er linezer og den samme uanset udgangspunktet.

Man kan ogsa overseette den samme effekt til odds-skalaen. Hvis log-odds eendrer sig med 1, sa
bliver odds ganget med faktoren ef (ofte kaldet en odds-ratio):

nye odds = gamle odds - eP'.
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SANDSYNLIGHED, ODDS OG LOG-ODDS

I eksemplet med B; = —0,10 far vi
e~ 910 ~ 0,905,

sa odds bliver ganget med cirka 0,905 for hver ekstra 1.000 kr, altsa et fald pa cirka 9,5% i odds.
Odds kan veere mindre intuitive at afleese som tal, men faktoren e giver en enkel made at
beskrive a@endringen pa.

Generelt geelder:
B>0=ef >1 (oddsstiger),

B<0=¢ef <1 (odds falder),
B=0=¢f =1 (ingen endringiodds).

Log-odds-skalaen er praktisk, fordi den spaender over hele tallinjen. Det gor det muligt at bruge
en linecer model pa hojre side uden at bekymre sig om, at output skal ligge mellem 0 og 1.

Det gor ogsa koefficienterne stabile at arbejde med. Hvis indkomsten stiger med 10.000 kr, sa
stiger x med 10, og log-odds eendrer sig med 1083;. Pa odds-skalaen betyder det, at odds ganges
med faktoren e!%1. P4 sandsynlighedsskalaen athaenger @ndringen derimod af udgangspunktet:
Den samme eendring i log-odds kan flytte p meget omkring 0,5, men kun lidt, hvis p allerede
ligger teet pa 0 eller teet pd 1. Det er grunden til, at man typisk fortolker koefficienter pa log-odds-
eller odds-skalaen og derefter overseetter til sandsynligheder, ndr man skal forklare resultatet.

Opgaver

Opgaver om tolkning af koefficienter pa odds-skalaen er i Kapitel 6.5.

Modellen kan udvides, s& den inkluderer flere forklarende variable:

1n<1fp> :IBO+,31X1+ﬁZX2+"‘+,Ban.

Det er stadig log-odds, der modelleres lineaert. Nar modellen har flere forklarende variable, skal
koefficienterne fortolkes ceteris paribus: B1 beskriver, hvordan log-odds eendrer sig, nar x; stiger
med 1, mens de andre variable holdes faste. I modellen herover betyder det for eksempel, at B; for
indkomst viser effekten af 1.000 kr mere i indkomst givet samme alder, samme betalingshistorik
osv. Tilsvarende viser B effekten af ét ar mere i alder ved samme indkomst.

Interceptet By er log-odds, nar alle forklarende variable er 0. Det er ofte ikke en realistisk situation,
men P er et nodvendigt startpunkt, s modellen kan passe til data.
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EVALUERING AF EN KREDITMODEL

Eksempel med flere variable

En banks simple model for kreditrisiko:

i (ﬁ) A5 — @ - el st — 01012 - & len

hvor indkomst méles i 1.000 kr/md og alder i &r.

Kunde: Emma, 28 ar, indkomst 28.000 kr/md
Beregning trin for trin:

1. Beregn log-odds:
z=15-008x28—-0,02x28=15-224—-056=—1,30

2. Beregn odds:
odds = ¢ 130 x~ 0,27
3. Beregn sandsynlighed:

027 027
P=1F027 ~ 127

~ 0,21 = 21%

4. Beslutning: 21% er acceptabelt. Godkend ldnet.

Opgaver

Opgaver om beregning af log-odds z og sandsynlighed p for de to andre kunder er i
Kapitel 6.6.

4 Evaluering af en kreditmodel

Indtil nu har vi brugt modellen til at beregne en sandsynlighed for misligholdelse. I praksis
skal banken dog ofte ende med en beslutning: godkend eller afvis. Nér en sandsynlighed bliver
til en beslutning, opstar et nyt spergsmal: Hvordan vurderer man, om modellen treeffer gode
beslutninger?
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EVALUERING AF EN KREDITMODEL

Video 5 — Klassifikationsmatrix: Nar en sandsynlighed bliver til en beslutning

Varighed: 9 minutter
Indhold: Videoen viser med en simpel animation, hvad der sker, nar vi bruger greensen
p = 0,50:

* Fra sandsynlighed p til beslutning (godkend/afvis) ved graensen 0,50
De fire felter i en klassifikationsmatrix (TN, FP, FN, TP), og hvordan de opstar

¢ Accuracy som andelen af korrekte beslutninger

Et kort tankeeksperiment: Hvorfor FN og FP typisk har forskellige omkostninger i
kredit

https://www.youtube.com/watch?v=K99HOoTrKeg&list=

PLIVNrmh87wtA&index=6

.

En logistisk model giver et tal p mellem 0 og 1. Som et forste, simpelt udgangspunkt kan vi
bruge reglen:
Godkend hvis p < 0,50, Atvis hvis p > 0,50.

Det svarer til, at banken kun afviser, ndr modellen vurderer, at misligholdelse er mere sandsynlig
end tilbagebetaling. Graensen 0,50 er valgt for at gere eksemplet enkelt; i praksis vil en bank
ofte veelge en lavere greense, fordi en kunde med naesten 50% risiko sjeeldent er en acceptabel
forretning.

Nar modellen treeffer en beslutning, kan vi sammenligne med, hvad der faktisk sker senere:
Betalte kunden tilbage, eller misligholdt kunden? Det giver fire mulige udfald, som kan samles i
en klassifikationsmatrix (confusion matrix). Her bruger vi “positiv” om misligholdelse. Selv om
misligholdelse er den “darlige” begivenhed for banken, er det en standardkonvention i statistik
at lade det sjeeldne og dyre udfald vere den positive klasse.

Faktisk betaler tilbage | Faktisk misligholder

Model godkender (p < 0,50) | True negative (TN) False negative (FN)
Model afviser (p > 0,50) False positive (FP) True positive (TP)

I kreditkonteksten kan man teenke pd de to fejl sddan her:

* FN (falsk negativ): Banken godkender, men kunden misligholder. Det kan give et direkte
tab.

* FP (falsk positiv): Banken afviser, men kunden ville have betalt tilbage. Det er tabt
forretning.

En simpel made at opsummere modellens preestation pé er accuracy, som er andelen af korrekte

beslutninger:
TP+ TN

accuracy = TP+ TN + FP + N’
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EXCEL

Eksempel: Klassifikationsmatrix pa 100 lantagere

Antag, at vi har anvendt en logistisk model pé 100 lantagere og brugt greensen p > 0,50 til
at klassificere dem. Resultatet bliver:

Faktisk betalte tilbage | Faktisk misligholdt

Model godkender (p < 0,50) TN = 35 FN = 14
Model afviser (p > 0,50) FP =13 TP = 38
Her bliver
accuracy = i SESRRE N 0,73 (73%).

TP+TN+FP+FN 100

Det er det dataseet, I selv arbejder med i Excel-ovelsen i kapitel 5.

L

Accuracy kan veere et godt udgangspunkt, men i kreditvurdering kan den ogsd vaere misvisende,
fordi de to typer fejl ikke nedvendigvis har samme konsekvens. En FN kan koste banken mange
penge, fordi tabet kan veere stort pa et enkelt 1an. En FP koster typisk mindre pr. kunde, men kan
stadig veere dyr, fordi banken mister renter og et fremtidigt kundeforhold.

Som tankeeksperiment kan vi antage, at en FN i gennemsnit koster banken 40.000 kr, mens en
FP i gennemsnit koster banken 5.000 kr. Hvilken type fejl bor banken veere mest villig til at
acceptere?

Hvis banken iseer vil undgd FN, vil banken typisk blive mere konservativ og afvise flere kunder.
Det kan ikke opnds ved at eendre modellen, men ved at eendre beslutningsreglen. I stedet for
altid at bruge graensen 0,50 kan banken velge en anden greense, sa den afviser allerede ved
lavere risiko. Valg af greenseveerdi haenger altsd sammen med de relative omkostninger ved FP
og FN, og derfor kan man ikke evaluere en model ud fra accuracy alene.

5 Excel

I de foregaende kapitler har vi bygget modellen op trin for trin: fra sandsynlighed og odds
til log-odds, og videre til den centrale logistiske model. Indtil nu har vi anvendt modellen pa
enkelte kunder ad gangen og regnet med sma tal. Nar en bank arbejder i praksis, anvendes
modellen derimod pa hundreder eller tusinder af ansogere pa én gang.

I dette kapitel skifter vi derfor til Excel og anvender modellen pa et helt dataseet. Filen
logit_excel.xlsx indeholder 100 simulerede ldntagere, hver med oplysninger om ind-
komst, alder og betalingshistorik, sammen med deres faktiske udfald (om de misligholdt
deres 1an eller ej). B-veerdierne er estimeret pa data og givet i arket, sa I kan koncentrere
jer om processen: tag inputtet, beregn sandsynligheden, klassificér og evaluér resultatet i en
klassifikationsmatrix.

Malet er at tage hele rejsen fra radata til beslutning og evaluering pa én side i Excel.
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EXCEL

Logistisk regression i praksis: beregn risiko i Excel

I denne ovelse skal I beregne sandsynligheden for misligholdelse i Excel og opsummere
resultatet i en klassifikationsmatrix. Mélet er at treene processen fra input til sandsynlighed
og videre til en simpel beslutning ved graensen 0,50.

J Hent Excel-arket

https://econ.au.dk/fileadmin/ECON/Collaboration/

Tilbud_til_gymnasier/Logistisk_regression/Logit_

excel.xlsx

Data:

Kolonne B: indkomst (kr pr. méned)
Kolonne C: alder (ar)

Kolonne D: tidl_misligholdelse (dummyvariabel, 0 eller 1)

Kolonne E: observeret misligholdelse (0 eller 1)
Opgave:
1. Brug de givne B-veerdier i arket til at beregne
z = Bo + PB1 - indkomst + B, - alder + B3 - tidl_misligholdelse.

2. Beregn sandsynligheden i kolonne F ved

3. Brug greensen 0,50 til at klassificere:

p < 0,50 = forvent “ingen misligholdelse”,
p > 0,50 = forvent “misligholdelse”.

4. Byg en 2x2 klassifikationsmatrix ved at teelle, hvor ofte hver kombination forekom-
mer:

(E=00gp<050), (E=1logp<050),
(E=00gp=>050), (E=1logp>050).

5. Beregn accuracy som andelen af korrekte beslutninger, dvs. summen af de to celler
pa diagonalen divideret med det samlede antal observationer.
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EXCEL

Video 6 — Logistisk regression i Excel

Varighed: 14 minutter
Indhold:

¢ Beregning af p i Excel ud fra kundedata og givne p-veerdier
¢ Klassifikation ved graensen 0,50

¢ Klassifikationsmatrix og accuracy i Excel

https://www.youtube.com/watch?v=avUgyj7ucbM&list=
PLIVNrmh87wtA&index="7
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OPGAVER

6 Opgaver

6.1 Opgave 1: En linezr model for kreditrisiko

Antag, at en bank (naivt) bruger felgende linezere model for sandsynligheden for mislig-
holdelse:
p=2080-0,02-x

hvor x er indkomst malt i 1.000 kr pr. maned, og p er en sandsynlighed.

1. Beregn p for folgende indkomster:

® Okr
* 10.000 kr
* 30.000 kr
¢ 50.000 kr
2. Hvilke af dine resultater kan tolkes som en sandsynlighed, og hvilke kan ikke?
Forklar kort hvorfor.
3. Find den indkomst (i kr pr. maned), hvor modellen giver p = 0. Hvad forteeller det
om modellen?
4. Hvad sker der med p, hvis indkomsten bliver endnu hejere end 50.000 kr pr. méaned?
Hvad forteeller det om, hvorfor en linezer model er problematisk til at beskrive
sandsynligheder?

L

6.2 Opgave 2: Test en linear og en logistisk model

Opgave 2

Vi vil sammenligne to modeller, der begge bruger en score z.

¢ Lineer model:
p=05+0,25z
* Logistisk model (S-kurven):
1
C 1+te

p

1. Beregn p for begge modeller for folgende z-veerdier Hint: e=* ~ 0,018 og e* ~ 54,6:

o 7z — 4
.Z:O
.Z:4

2. Sammenlign dine resultater. Hvilken model giver altid gyldige sandsynligheder?
Forklar kort.
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OPGAVER

6.3 Opgave 3: Fra sandsynlighed til odds

Opgave 3

For en sandsynlighed p defineres odds som

__PF
odds = T—p
1. Beregn odds for felgende sandsynligheder:

¢ Montkast (plat): p = 0,50
¢ Lav kreditrisiko: p = 0,10
¢ Hoj kreditrisiko: p = 0,80

2. Forklar kort med egne ord, hvad et odds pa f.eks. 4 betyder.

L

6.4 Opgave 4: Konvertering mellem p, odds og log-odds

Opgave 4

I denne opgave skal du ove at skifte mellem sandsynlighed, odds og log-odds.

Del A: Udfyld tabellen
Udfyld de manglende felter i tabellen (Hint: In(4) ~ 1,39 og e'* ~ 4):

Kunde Sandsynlighed p | Odds % Log-odds ln<%>
Meget sikker 0,20

P& greensen 1

Risikabel 1,39

Del B: Fra log-odds til sandsynlighed
En banks model giver log-odds = —1,5 for kunde A og log-odds = 0,8 for kunde B.

1. Beregn sandsynligheden for misligholdelse for hver kunde.

2. Hvem har hgjest risiko?

L

6.5 Opgave 5: Tolkning af koefficient pa odds-skalaen

Opgave 5

Antag, at en logistisk model for misligholdelse har koefficienten
B1 = —0,08

for indkomst, hvor indkomst madles i 1.000 kr pr. méned.

1. Hvad sker der med log-odds for misligholdelse, ndr indkomsten stiger med 1.000 kr
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pr. méned?

2. Beregn hvor meget odds bliver multipliceret med, nar indkomsten stiger 1.000 kr pr.
maned. Forklar i ord, hvad det betyder.

3. Hvad sker der med odds, ndr indkomsten stiger 5.000 kr pr. mdned?

4. Hvad sker der med odds, nir indkomsten stiger 10.000 kr pr. m&ned? Hint: e~ 980 ~
0,449.

L

6.6 Opgave 6: Risiko for de to andre kunder

24



OPGAVER

Opgave 6

I denne opgave bruger du samme logistiske model som i eksemplet med Emma:

z=1In <1L> =1,5—- 0,08 - indkomst — 0,02 - alder,

hvor indkomst males i 1.000 kr pr. maned, og alder males i ar. Sandsynligheden findes ved

Del A: Beregn z og p for Kunde B og Kunde C

1. Kunde B (Peter): indkomst 45.000 kr/md og alder 45 &r.
2. Kunde C (Sofie): indkomst 12.000 kr/md og alder 22 ar.

For hver kunde skal du:

1. beregne log-odds z,
2. beregne sandsynligheden p.

Del B: Udvid modellen med tidligere misligholdelse (dlummyvariabel) Nogle oplysnin-
ger er binaere: enten har man tidligere misligholdt et lan, eller ogsa har man ikke. Vi koder
derfor

1 hvis kunden har tidligere misligholdelse,

tidl_misligholdelse =
0 ellers.

Antag, at banken udvider modellen til:
z =1,5—-0,08 - indkomst — 0,02 - alder + 1,2 - tidl_misligholdelse.

1. Genberegn z og p for Kunde B. Som det fremgar af kundetabellen i Kapitel 1.4, har
Peter tidligere konkurs, sa vi seetter tidl_misligholdelse= 1.

2. Genberegn z og p for Kunde C. Sofie har, jf. samme tabel, ingen tidligere mislighol-
delse, sd tidl_misligholdelse= 0.

3. Forklar med én til to seetninger, hvad koefficienten 1,2 betyder for risikoen, nar
tidl_misligholdelse gar fra0til 1.
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Tilbage til de tre kunder

I §1.4 modte vi Emma, Peter og Sofie og blev bedt om at geette, hvem banken ber lane til.
Modellen giver os nu et systematisk svar:

¢ Emma (Kunde A): p = 21%
¢ Peter (Kunde B): p = 4,7% (eller 14,2% nar vi tager den tidligere konkurs med)
* Sofie (Kunde C): p =~ 52,5%

Med greensen p < 0,50 vil banken godkende Emma og Peter og afvise Sofie.

L

6.7 Opgave 7: Klassifikationsmatrix og fejltyper

Opgave 7

En bank har testet sin logistiske model pa 100 ldntagere og fdet folgende klassifikations-

matrix:

Faktisk betalte tilbage | Faktisk misligholdt
Model godkender (p < 0,50) 60 (TN) 7 (FN)
Model afviser (p > 0,50) 8 (FP) 25 (TP)

Beregn modellens accuracy.
Hvor mange af de 32 faktiske misligholdere fanger modellen?

Hvor mange af de 68 faktiske gode ldntagere klassificerer modellen korrekt?

> WD =

Banken antager, at en FN i gennemsnit koster 40.000 kr, mens en FP koster 5.000 kr.
Beregn de samlede forventede fejl-omkostninger pa de 100 ldntagere.

§

6.8 Opgave 8: Valg af greensevardi

Opgave 8

En bank kan velge forskellige graenseveerdier (cutoffs) til at klassificere lantagere. Tabellen
nedenfor viser, hvor mange fejl af hver type modellen begar pa 100 lantagere ved tre
forskellige cutoffs:

Cutoff c | Falsk negativ (FN) | Falsk positiv (FP)
0,30 3 28
0,50 7 8
0,70 18 2

Antag, at en FN i gennemsnit koster banken 40.000 kr, og en FP koster 5.000 kr.

1. Beregn de samlede forventede fejl-omkostninger ved hver af de tre cutoffs.
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2. Hvilken cutoff giver de laveste samlede omkostninger?

3. Forklar i 1-2 seetninger, hvorfor en lavere cutoff (fx 0,30) far banken til at afvise flere
kunder.
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